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SPEKTRALEIGENSCHAFTEN DES
DIRAC-OPERATORS-

DIE FUNDAMENTALLOSUNG SEINER
WARMELEITUNGSGLEICHUNG UND
DIE ASYMPTOTENENTWICKLUNG DER
ZETA-FUNKTION

H. DLUBEK & TH. FRIEDRICH

1. Einleitung
Besitzt eine geschlossene, orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit X"
eine Spin-Struktur, so wird im assoziierten Spinorbiindel & durch kovariante
Ableitung und Clifford-Multiplikation ein elliptischer Differentialoperator
D 1. Ordnung, der sogenannte Dirac-Operator, definiert. Die Eigenwerte A,
sowie die Dimensionen m, der Eigenunterriume des Operators D? bestimmen
seine Zeta-Funktion

{(t) = § mi : e_}".t,
i=0

deren asymptotisches Verhalten an der Stelle ¢ = 0 in der vorliegenden Arbeit
untersucht wird. Zu diesem Ziel geben wir eine Konstruktion der Fundamen-
tallosung E(x, y, t) der Wiarmeleitungsgleichung

(_8_ + Dz)u =0

ot

an, welche die Geometrie des Spinorbiindels, insbesondere die in ithm in-

duzierte kovariante Ableitung und Parallelverschiebung benutzt und erhalten:
Theorem. Sei X" (n > 3) eine geschlossene Spin-Mannigfaltigkeit und D

der im Spinorbiindel wirkende Dirac-Operator. Die Zeta-Funktion {(t) des

Operators D? besitzt an der Stelle t = 0 die asymptotische Entwicklung

() ~ @my" S, 4
j=0
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mit
dy=dim & - Vol(X),

dim &
dl = — 11'1112 XnR(x) dx’
dim &
& = Zago- J (15 RGY = 2RI - 240(x)’) dx.

Danach wenden wir uns der Frage zu, welche GroBen einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit mit Spin-Struktur durch die Spektren des Laplace-Operators
A und des Operators D2 zusammen determiniert werden. Neben Resultaten
iber gewisse Klassen 4-dimensionaler Mannigfaltigkeit, in denen die
Eulersche Charakteristik, die Signatur bzw. das arithmetische Geschlecht
durch diese Spektren bestimmt werden, erhalten wir Anwendungen auf n-di-
mensionale Riume konstanter Schnittkrimmung. Insbesondere sind die
Sphire S" und der reell-projektive Raum P**+3R) in der Klasse aller
Spin-Mannigfaltigkeit durch die Spektren von A und D? bis auf Isometrie
festgelegt.

2. Die Fundamentallosung und die Zeta-Funktion
eines elliptischen Operators

Sei X" eine glatte, kompakte, n-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand,
und E ein komplexes Vektorbiindel mit hermitischer Metrik iiber ihr. Den
Raum der glatten Schnitte dieses Vektorbiindels bezeichnen wir mit T'(E).
Die Metrik in E gestattet es, mit jedem Differentialoperator P: T'(E) - I'(E)
den zu ihm adjungierten P*: T'(E) — I'(E) zu betrachten, welcher durch die
Gleichung

f (Ps, s) = f (s, P*s’), 5,5 € T(E),
X X

eindeutig definiert wird. Ist P elliptisch der Ordnung m, so untersucht man
das Cauchy-Problem der zum Operator P gehérigen Wirmeleitungsgleichung
(WLG)

a—u(axt’—t) + PP*u(x,t) = 0,
u(x, 0) = f(x),
firt > 0,f € L E) und u(-, ¢) € T(E).

Es ist wohlbekannt (vgl. [1], {12]), daB im Biindel EXJE iiber X X X ein
Schnitt E(x, y, H)(t > 0) existiert—die sogenannte Fundamentallosung des
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Cauchy-Problems der WLG-, welche durch die nachstehenden drei Eigen-
schaften eindeutig charakterisiert ist:
1. E ist einmal in ¢ und (2m)-mal in x und y differenzierbar.
2.(9/30)E(x, y, 1) + (PP*), E(x,y,1) = 0.
3. Fiiralles € I'(E) und alle x € X gilt

s(x) = tim [ E(x,, 1) ° s(») .
t—0Jy
Die Spur der Fundamentallosung
() = fTr E(x, x, 1) dx
b

ist die Zeta-Funktion des Operators PP*, die sich bekanntlich(vgl. [1], [12])

durch die Eigenwerte 0 = Ay < A; < A, < - -+ = o0 und die Dimensionen
mg, my, - - - der entsprechenden Eigenunterrdume dieses Operators durch die -
Formel

$() = § mie_M
i=0

ausdriicken 1483t. _

Von Interesse ist das asymptotische Verhalten dieser Funktion an der Stelle

t = 0. Nach Seeley (vgl. [1], [12]) ist das asymptotische Verhalten der Funk-
tion {(¢) fiir 1 = 0 durch

$( ~

=0+ Z‘n/2rr1

o0

- 2 @ (PP
k=0

mit den Koeffizeinten a, (PP*) = [, u, gegeben, wobei die MaBe p, durch
eine lokale Konstruktion aus dem Operator P erhalten werden kénnen.

Diese Koeffizienten wurden fiir eine Reihe spezieller Operatoren bereits
berechnet (vgl. [2], [8], [11] im Fall PP* = Laplace-operator einer Rieman-
nschen Mannigfaltigkeit auf Funktionen, sowie [5] fiir den Laplaceoperator
auf p-Formen; siehe auch [6]). Da wir fiir den Dirac-Operator D eine
geometrische Konstruktion der Fundamentallosung angeben und daraus die
ersten Koeffizienten der Asymptotenentwicklung der zu D? gehorigen Zeta-
Funktion erhalten wollen, beschreiben wir an dieser Stelle die Konstruktion
der Fundamentallosung etwas ndher. Wir beschrinken uns mit Hinblick auf
diese Anwendung auf Operatoren P der Ordnung 1. Zwei von einem Parame-
ter ¢ > 0 stetig abhingende Schnitte A(x,y, 1), B(x,y, f) in E[XE iber
X X X kann man nach der Formel

(4 * B)(x,p, 1) = fo'fXA(x, u, 1-9) o B(u, y, &) dudd
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falten und erhidlt somit wiederum einen vom Parameter ¢ > 0 stetig
abhingenden Schnitt (4 * B)(x, y, ¢) in dem gleichen Biindel. Wenden wir
diese Operation mehrfach auf ein und denselben Schnitt 4 an, so schrelben
wird * -+ %A= A%,

Gegeben sei nun eine ganze Zahl k£ > n/2 + 2. Unter einer Parametrix
verstechen wir einen Schnitt W(x,y, f)(# > 0) in EXE iber X X X mit
folgenden drei Eigenschaften:

1. (3/9t + PP*)W(x, y, t) laBt sich auf ¢ = O stetig fortsetzen.

2.5(x) =lim,_4 [y W(x,y, 1) o s(y) dv, s € T(E).

3. Es existiert ein 7 > 0 und eine Konstante ¢, so daB} fiir alle ¢ € [0, T]
gilt

‘(a% + PP*) W(x,y, t)“ < ctk=n2,

Lemma 1. Ist W eine Parametrix, so gilt: v

1. Die Reihe Q = 32 (-1)'*Y((3/3t + PP*)W)* ist konvergent und defi-
niert einen vom Parameter t > 0 stetig abhiingenden Schnitt in EX]E.

2.E = W — W = Q ist die Fundamentallosung der WLG zum Operator P.

3. Fiir kleine t gilt:

”E(x, e t) - W(x, Ly, t)” c tk "/2+1

Beweis. Der Beweis entspricht dem in [2] fiir den Laplace-Operator auf
Funktionen gegebenen. Den Operator 3/9d¢ + PP* bezeichnen wir mit Z und
beweisen zuerst, da3 Q@ = =2 ,(-1)'*(ZW)* gleichmiBig konvergiert. Aus
der dritten Eigenschaft der Parametrix ergibt sich ||ZW(x,y, §)|| < C =
cT* "/2fiiralle x,y € X, t € [0, T}. Ist ¥ das Volumen von X, so ergibt eine
mehrfache Anwendung der Faltungsformel die Abschitzung (0 < ¢t < T)

CiVl'—lti—l CiVi—lTl—l

ZW)*(x,y, <
IKZW)* (52 DIl < =57 <
Damit hat Q die Majorante
=] CiVi—lTi—l
- = (C.eCT
PR ¢

und konvergiert gleichmifBig gegen einen stetigen Schnitt. Eine direkte Re-
chnung zeigt (vg. [2]), daB die Differenz W — W * Q die charakteristischen
Eigenschaften der Fundamentallésung erfiillt und somit ergibt sich £ = W —
W * Q. Wir zeigen nun die dritte in Lemma 1 behauptete Eigenschaft. Aus
NZW(x, y, D]l < c-t*"/?folgt wie oben die Abschitzung

1Q(x, », DI} < Cyt*"/2,
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welche zeigt, daB der Schnitt R(x,y, ) = Q(x,y, £)/t*""/?> um =
beschrinkt ist. Es ist

(W Q)(x,py,0) = fta‘)"_"/zf W(x,u,t —3) o R(u,y,¥) du dd.
0 x
Die zweite Eigenschaft der Parametrix liefert

lirnf W(x,u,t — &) ° R(u,y, ) du = R(x, y, ?)
P

i

und sichert somit die Beschrinktheit von
[ W(x,ut—8) o R(w,y, ) dufiir 0 <9 < 1.
X

Daraus erhilt man unmittelbar die Behauptung.
Folgerung 1. {(¢) = [y TrW(x, x, 1) + o(t*~"/?*1),

3. Der Dirac-Operator

In diesem Abschnitt stellen wir einige bekannte Tatsachen iiber den Dirac-
Operator zusammen (vg. [4], [7], [14]). Gegeben sei eine parakompakte,
orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit X" der Dimension » > 3 und be-
zeichne (P, w, X"; SO(n)) das assoziierte SO(n)-Hauptfaserbiindel. Eine
Spin-Struktur ist ein Hauptfaserbiindel (Q, w, X"; Spin(n)) und eine
iberlagerung A: Q — P derart, daB3

Q X Spin(n) — Q
l S
AXp }\l X
v o4
P x SO(n) —— P

kommutiert. Hierbei ist p: Spin(n) — SO(n) die universelle Uberlagerung der
speziellen orthogonalen Gruppe. Ist X" kompakt, so existiert bekan-
ntlicherweise genau dann eine Spin-Struktur, falls die zweite Stiefel-Whitney-
Klasse von X" verschwindet. In diesem Fall werden die Spin-Strukturen
durch H'(X", Z,) Klassifiziert (vg. [9]).

Fiir unsere weiteren Uberlegungen fixieren wir eine Spin-Struktur. Sind
so(n) bzw. spin(n) die Lie-Algebren der entsprechenden Gruppen, so hebt
sich der Levi-Civita-Zusammenhang Z: 7P —’i‘l_(_”_) Zu einem Zusammenhang
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Z: TQ —sspin(n) derart, daB

TO ——Z—) spin(n)
A‘ pt
z
TP —— so(n)
ein kommutatives Diagramm ist. Im zur Spin-Darstellung A, der Gruppe
Spin(n) assoziierten Spinorbiindel & = Q X spingn) A, induziert der Zusam-
menhang Z eine kovariante Ableitung
VET(S) > T(T*H(X™) ® ),
sowie eine Parallelverschiebung
T, Sy = Sy
entland einer Kurve y in X.

Sei s =(s,---,s,): V—> P ecin lokales Reper von orthonormierten
Vektorfeldern iber einer einfach-zusammenhéngenden, offenen Menge V.
Der Zusammenhang Z: TP —so(n) induziert die lokale Zusammenhangsform
Z° = Z o s,: TV —so(n). Wihlen wir in so(n) die Standardbasis E; (i <)),
so erhalten wir durch

Z° = 2 w,-jE,-j
i<j

die lokalen Formen w; (i <), welche wir durch w; + w; = O fiir alle Indizes
(i, j) definieren kénnen. Nach [10] kann man spin(n) mit der linearen Hiille
der Produkte ee; (i <j) in der Cliffordalgebra CLff(R") identifizieren
(e;, - - - , e, ist eine orthonormierte Basis des R”) und dabei wird das Dif-
ferential p,: spin(n) —»so(n) durch p (ee) = 2E; beschrieben. Heben wir den
Schnitt s zu einem Schnitt §: V' — Q, so konnen wir wiederum die lokale
Zusammenhangsform Z° = Z o §,: TV —spin(n) betrachten und erhalten

s 1
zZ° = 2.-2—wije,.ej.
i<y
Ist nun #, eine orthonormierte Basis des Spin-Moduls A,, so erhalten wir
durch 7,(x) = [§(x), u,] orthonormierte Schnitte », in & iiber V. Die
Kovariante Ableitung V® wird dann durch

1
VIS e = 2 Ewlm(t)(slsm) *Ne

I<m
beschrieben (vgl. [13, Seite 151]), wobei (ss,,) - m, = [§(x), ee,u,] die
Clifford-Multiplikation des Spinors 7, mit den Vektoren s, und s,, bezeichnet.
Die Riemannsche Metrik gestattet es, T*(X") mit 7(X") zu identifizieren.
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Weiterhin induziert die Clifford-Multiplikation einen Homomorphismus u:
T(X")® & — &. Der Dirac-Operator D wird nun als Superposition
folgender Abbildungen definiert:

T($) BST(T*x™) ® $) ~ T(T(X™) ® §) 5 T(S).

D ist ein formal selbstadjungierter, elliptischer Differentialoperator 1.
Ordnung. Ist (s;, - - -, s,) ein orthonormietes Reper von Vektorfeldern auf
einer offenen Menge U C X" und u € I'(§) ein Schnitt im Spinorbiindel, so
gilt

n

D(u) = >, 5 V?(u).

j=1
Ist R die Skalarkrimmung des Riemannschen Raumes X”, dann ergibt sich
folgende Formel (vgl. [7]) fiir das Quadrat D? des Dirac-Operators

1 S gSys e 5
Ru— X VoVou - > div(s;)Vsu.

i=1 J=1

D?(u) =

N

4. Die Konstruktion der Fundamentallosung der zum
Dirac-Operator D gehirigen Wirmeleitungsgleichung
In diesem Abschnitt der Arbeit konstruieren wir eine Folge von Para-
metrixen W,, welche gemiB Folgerung 1 das asymptotische Verhalten der
Zeta-Funktion des Operators D2 = DD* an der Stelle ¢ = 0 beschreiben.
Weil X kompakt ist, existiert eine positive Zahl ¢ > 0 so, daB sich jedes
Punktepaar (x, y) der Menge

U, ={(x,y) € X X X|r(x,y) <&}

deren Abstand r(x,y) kleiner als & ist, durch eine eindeutig bestimmte
minimale Geoditische y verbinden ldBt. Mittels des Exponentials exp,:
T,X — X fihren wir Normalkoordinaten um den Punkt y ein und definieren
auf der Menge U, eine Funktion 8 = §(x, y) durch

8(x,y) =\ det(gy(x)) ,

wobei g; die Koeffizienten der Metrik in diesem Koordinatensystem sind.
Unter der Anwendung eines Differentialoperators auf einen Schnitt oder eine
Funktion, welche iiber X X X definiert sind, verstehen wir im weiteren
immer dessen Anwendung auf die erste Variable.

Lemma 2. Sei ¥ € ['(S[XS) ein Schnitt im Biindel S[X1S diber X X X und
f: X X X — C eine glatte Funktion, welche nur vom Quadrat des geoddtischen
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Abstandes r* = r¥(x, y) abhiingt, f = f(r?). Dann gilt iiber U,: D*(f¥X(x,y) =
(D2O)f — (@Ar" + 2f(r(87/8) + n))¥ — 4f V3, ¥, wobei y die minimale Ge-
oddtische vony nach x und y ihre Ableitung ist.

Beweis. A bezeichne den Laplace-Operator der Riemannschen Mannig-
faltigkeit. Aus der im Abschnitt 3 zitierten Formel fiir D? ergibt sich

D(f¥) = fD*¥ + A())¥ — 2V, 4, ¥.
Der Laplace-Operator einer nur von r abhingigen Funktion & = h(r): U, -
C driickt sich durch

A(R) = —h"(r) — h’(r)(%—l + 2= 1)

r

aus (vgl. [2]). Wenden wir diese Formel auf f = f(r?) an, so erhalten wir
A(f) = —ar¥"(r?) — 2f’(r2)(r% + n).

Andererseits ergibt sich fiir den Gradienten von f -indem wir in den Normal-

koordinaten x,, - - - , x, um y rechnen und g”}cj = x; sowie ¥(1) = x,9/3x,
benutzen
i f(r) 3 2
= gHJ\N ) P ygr
grad f = X g == = 2 F(r )ax ax

= 2 g”f’(r2)2x Fyke 2f’(r2)2

= 2f’(r2)7(1)-
Setzen wir in der Formel fiir D2 (f¥) jetzt die Ausdriicke fiir A(f) und grad f
ein, so erhalten wir die Behauptung. q.e.d.

Fiir die Konstruktion der Parametrix W), bendtigen wir einen Schnitt I in
S[XIS uber U, sowie einen Multiplikationsformalismus von auf U, definierten
Schnitten in diesem Biindel. Sind p,, p, die Projektionen von X X X auf die
erste und zweite Achse, so identifizieren wir SIS mit Hom(p3(5), p¥(5)).
Einem Schnitt ® € T(SXS) entspricht bei dieser Identifizierung eine Familie
von Homomorphismen ®(x,y): &, — &,. Den Schnitt 7 € T(SXS /U,)
erhalten wir nun dadurch, daB wir jedem Punktepaar (x,y) € U, die Paral-
lelverschiebung im Biindel & entlang der von diesen beiden Punkten eindeu-
tig bestimmten Geoditischen y zuordnen:

I(x,y)=1:8,-5,.
Ist also {e,(y)} eine orthonormierte Basis von S, und {e(x)} deren Parallel-
verschiebung entlang v, so gilt

I(x,y) = 2 e(x) ® e(y).

i
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Sind ® und ¥ zwei Schnitte in S[FS iiber der Menge U,, so haben wir gemil3
der angegebenen Identifikation Homomorphismen ®(x, y): Sy — &, und
¥(x,y): &, — §&,. Durch

(® ° ¥)(x,p) = ®(x,»)I(x, y) " ¥(x,y)

wird ein Homomorphismus (® ¢ ¥)(x,y): §, > 5,, also ein Schnitt @ o ¥
im Biindel S[X]S iiber U, definiert. In den oben gewihiten Basen {e;(y)} und
{e(x)} gilt dann mit

(x,7) = 2 ¢7(x, »)e(x) ® (),

¥(x,y) = ZY(x, )e(x) ® ¢(y)
die Formel

(@ ¥)(x,p) = 2 @™ (x, »)9(x, y)e(x) ® ¢(y).

ik
Uber U, definierte Schnitte kann man nach Vektorfeldern differenzieren. Ist

nimlich ¢ ein auf V definiertes Vektorfeld und ¥ ein Schnitt in SRS iiber
U,, so wird durch

Y(x,7) = 297(x, )e(x) ® (),
H¥)(x, ) = 2 H{(x, y))ed x) © e(y)

ein Schnitt #(¥) im SIS iber U, N (¥ X X) definiert. Dann gilt
VE(@ o W) =@ o (¥) + (V3D) o ¥.
Aus dieser Formel und Lemma 2 erhalten wir mittels
V¥ =V.oy( o ¥) = T o (3()¥) + (V1) « ¥

d 0
—r~105-‘1'+0—r-5\1'

das folgende
Lemma 3. Seien f eine auf U, definierte, nur vom Quadrat des geodétischen
Abstandes r abhdngige Funktion und ¥ ein iiber U, definierter Schnitt in S[XS .
Dann gilt D*(f¥) = DX (¥)f — @r%f" + 2f'(r(8'/0) + n))¥ — 4rf'(d/0r)¥.
Folgerung 2. Die Funktion f sei auf U, definiert durch

f(x,y) = f(r*) = (4'zrt)_"/2e—'2(’f.y)/4t.
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Dann gilt

D*(f¥) = fDZ(‘I')— ‘I'+§77f‘1'+ f V.

Zur Konstruktion der gesuchten Parametrix W, betrachten wir zuerst einen
Schnitt H, iiber U,

k
= 2 fu7,
j=0
und bestimmen die Schnitte U; so, daB3
(1)2 + %)Hk = fD*(U,)t*

gilt. Danach erhalten wir W, aus H,, indem wir H, nach vorheriger Glattung
auBerhalb von U, Null legen. Zu diesem Ziel berechnen wir unter Verwen-
dung von Folgerung 2 (D2 + 9/3/)H, und bekommen

(D? + 3/3)H, =f§ [DHU_) + (i %%ro'/o +r(3/3n) U, | ¢!

+fD¥ U )tk

Die Bedingungen, welche wir an die Schnitte U, stellen miissen, lauten

J
demnach:
ré d
(57 + rE)Uo— 0,
a’ 9
DU ST P Pl .
(U-1) +(J +5 +rar)0; 0, j=1, -,k
Die Losungen dieser Differentialgleichungen ergeben folgende Rekursions-
formel fiir die Schnitte U; (vgl. [2]):
Ug(x, ) = 07/%(x, y)I(x, ),
1 .
U;.(x,y) = —9_‘/2(",)’)[ 0‘/2(25')’)§j lTy(z;,x)[Dz( U}—l)(zg')’)] d§,
wobei z; = expy(g expy, (x)) und 7, . die bereits eingefilhrte Parallel-
verschiebung = im Sp1norbundel & von z; nach x ist.

Sei nun a: X X X — [0, 1] eine glatte Funktion, die nur vom Quadrat des
geoditischen Abstandes abhingt und folgende beiden Eigenschaften erfiillt:

_ (1 fallsr(x,y) <e/4,
%) = [0 falls 7(x,y) > ¢e/2.
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Satz1. Firk >n/2 + 2ist W, = aH, eine Parametrix.

Beweis. Zu jedem 1 > 0 existiert eine Konstante C, so, daB fir alle
e/4<r<ef2und0<t<T
(1) LA = [(4m) ™ e /%| < !

gilt. Die erste Eingenschaft, welche an eine Parametrix gestellt wird, ergibt
sich fiir W, daraus, daB3 dieser Schnitt im Bereich #(x,y) > ¢/4 auf t =0

fortsetzbar ist und fiir r(x, y) < e¢/4

0
2

+ —
(225

= (0° +

9

at)Hk =f Dz(Uk)tk

= (4w)_"/2e"2/4’t"‘"/2D 2( U,)

gilt. Die Abschitzung ||[(D? + 3/30)W,|| <
die linke Seite jeweils iber U,, und U,,, —

< ct*~"/? erhalten wir, indem wir
U,,4 entsprechend unter

Verwendung von Lemma 3 und der eingangs erwdhnten Eigenschaft (1) der

Funktion f wie folgt behandeln:
9

" D2 + 5 = (1)2 + —)Hk < (4m)™2- 1 - max || DH(U,)|| -t "/3,
ot Uy
2 2 a
uD +— =[Pt + ag: B,
2 0 2 n ’ 9’
< a(D + E)Hk +4r%a” + 2o\ ro + )| Hy)
+|4a’ r| 0 Hk
< Ctk=m/2 4 Cyrkn/2 4 Cyrkr/?
< k=2,
Wir berechnen nun den Grenzwert
lim [ Wi(x,y,1) ° s(x) dy,
t—»0Jy
indem wir das Integral in die Summen
Iy :
X {yeX/r(xy)<e/4} {yeX/r(xy)>e/4}

zerlegen. Aus (1) folgt dann unmittelbar, daB der Grenzwert des zweiten
Integrals gleich Null ist. Das vergleibende Integral transformieren wir mittels
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der Exponentialabbildung exp : T, X — X und erhalten

lim [X Wi(x, . t) ° s(») dy

= lim Wk(x’ s t) : S(y) 05’
t—0 {YEX/r(x,y)<e/4}

k
=lim 3 tkf
t—>0j=0 {YEX/r(xy)<e/4}

fx,y, OU(x, )  s(y) dy

k
= lim tff f(x, exp, z, 1) - U(x, exp, z)s(exp, z)
T.X

t—0 j=0
-8(x, exp, z) dz.
Aus lim,_ o fge(4mt)y /27 x=21"/45(2) dz = g(x) folgt nun
Hm, o [y Wi(x,p, 1) e s(¥) dy = Uyx, x)  s(x) - 0(x, x) = s(x). q.e.d.
Mit Folgerung 1 ergibt sich fiir die Zeta-Funktion des Operators D2,
Folgerung 3. {(?) =, Aut)y 222 ((fx Tr U(x, x) dx)’.

Bezeichnung. d; = [y Tr U(x, x) dx.

Satz 2. Die Spuren Tr U(y, y) sind universelle, O(n)-invariante Polynome
im Kriimmungstensor R = (Ry;) des Levi-Civita-Zusammenhanges auf X und
seinen Ableitungen D*R,. Der Grad X, mit dem D*®R in einem Monom des die
Spur Tr U, bestimmenden Polynoms P;" auftreten kann, wird durch

Jj= 2 (1 + ;)xk
k
gegeben.

Beweis. Wir beweisen induktiv, daB f(x,y) = Tr 1, ,,U(x, ) in einer
Normalenumgebung von y beziiglich x eine Taylorentwicklung besitzt, deren
Koeffizienten universelle Polynome in R.(y), DR.(y), - - - sind. Weil sich
die Koeffizienten der Metrik in der Form

gi(x) = 8; + %Rikﬂxkx' + -
darstellen lassen (vg. [1]), besitzt

fo(x, ) = dim §(det(g,(x)))

eine derartige Entwicklung. Aus der Rekursionsformel fiir U; ergibt sich
1 .
56 9) = ~07/x,9) [0 2z T T 1y D2, )

Benutzen wir nun die leicht einzusehende Formel
HTT 7y epy W(X, ) = T 7,00 (tW(x, ¥))s

1/4
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in welcher ¢ ein Vektor aus T,(X) ist, sowie
D*=31R — X VVe — 3 div(s)V?,
so erhalten wir I l
$3) = 072, ) [ 10" 2z 0 SRSz 9) + 8- i(2,9)

—Tr T.Y(ZE’},)(Z VSS,_VEI + div(s,.)VfiI) Simi(2e )

=23 Trr(V5I) - s,-(J;_l)(zg,y)} d.

Aus Vi, = Z_T% e, sowie aus der Tatsache, daB8 T¢, Linear-Kombinationen

der Zusammenhangskoeffizienten wy(s,) des Levi-Civita-Zusammenhanges
sind und der Definition des Schnittes I ergibt sich nun, daB

Tr o VEVST + div(s750)), T 1, (V)

Taylorentwicklungen der gesuchten Art besitzen. Induktiv erhalten wir
daraus die Taylorentwicklung von f(x,y) und wegen Tr U(y,») = f(»,»)
die erste Behauptung des Satzes. Die O(n)-Invarianz der Polynome erhilt
man wie in [2].

Die Anderung des Dirac-Operators unter konformer Deformation der
Metrik 148t sich durch eine geeignete Identifikation der Spinorbiindel durch
(D?% = a~}(D?# beschreiben (vgl. [7]). Dieser Zusammenhang garantiert,
daB sich der in [2] gegebene Beweis der Gleichung j = 3 ,(1 + k/2)x, auf
unseren Fall tibertrigt. q.e.d.

Nach dem Satz von H. Weyl liber die Invarianten der orthogonalen
Gruppe erhalten wir aus Satz 2

Tr Uy(»,») = k(n)R(y),
Tr Uy(y,y) = a(m)R(»)" + BRI + v(n)e(y)* + 3(m)AR(»),
wobei R = R, die Skalarkrimmung, |} || =\/R;,* die Linge des Kriim-

mungstensors und p =\/§l (2 Rji,.k)2 die Linge des Ricci-Tensors ist.

5. Berechnung der ersten Koeffizienten d,, d,, d, in der
Asymptotenentwicklung der Zeta-Funktion von D?

Wir wenden uns jetzt der Berechnung der ersten Koeffizienten d;, =
Ix» Tr U(x, x) dx zu, welche in der Asymptotenentwicklung

) ~ (Amey™* Y d ¥
t—0* j=0
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der Zeta-Funktion 7(f) des Operators D? auftreten. Aus Ugy(x, x) =
6-%(x, x)I(x, x) = I(x, x) folgt unmittelbar
dy = dim § - Vol(X).

Uber die Koeffizienten d, und d, wissen wir bereits, daB diese die Form
d, = k(n) f R(x) dx,
X’!

%= fX"(a(n)R(x)z + B(R)|R()I? + v(n)p(x)*) dx

haben, wobei k(n), a(n), B(n), y(n) nur von der Dimension der Mannigfal-
tigkeit abhingende GroBen sind. Um diese zu bestimmen, kdnnen wir daher
eine Serie von Test-Mannigfaltigkeit einsetzen—welche die Sphiren S” sein
werden—und fiir sie d, und d, direkt berechnen. Deshalb wenden wir uns der
Untersuchung des Quadrates des Dirac-Operators D? und des im Abschnitt 4
konstruierten Schnittes I auf der Sphére S” zu.

Satz 3. Sei S" die Standardsphire und (s, - - - ,s,) ein orthonormiertes
Reper von Vektorfeldern, welches durch Parallelverschiebung aus einem Punkt
y € S” entsteht. Dann gilt in einer Umgebung von y

L=, VEV3(x, y) = (=251 + o(r*)I(x, y),

2. %, div(s)VEI(x, y) = 0.

Beweis. Den rein rechnerischen Beweis fithren wir in mehreren Schritten.

1. Schritt. Die kovariante Ableitung V® im Spinorbiindel wird durch die
Formen wy(s,) = (Vs 55) des Levi-Civita-Zusammenhanges beschrieben.
Daher berechnen wir zuerst fiir die Sphire S" diese Zusammenhangsformen,
wobei das Problem mit Hinblick auf den zu beweisenden Satz darin besteht,
fiir sie Ausdriicke in Abhéngigkeit vom geoditischen Abstand r zu erhalten.
Sei S” als Einheitssphiire in den euklidischen Raum R"*! eingebetiet und
e, - - - ,e,,, die Standartbasis dieses. Aus Symmetriegriinden kénnen wir
y=(@©,---,0,1) und s,(»y) = (», ¢), 1 < k < n, annehmen. Wir miissen
V,s; in einem Punkt x, berechnen, dessen Koordinaten wir aus den gleichen
Griinden

Xo=(sin 1y 0,- - -, 0, cos 1)
setzen konnen. Die kovariante Ableitung ist in unserem Fall durch
(Vos:)(x0) = sp 5, — (80, 8,) %0

gegeben, wobei s, - 5; die Differentiation von s; nach s, ist. Daraus erhalten
wir

Wij(sk)(xo) = (555 Sj)(xo)
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und somit geniigt es, den Vektor s - 5; zu berechnen. Sei vorerst k groBer als
1. Dann gilt s.(xy) = (xg, ¢,) und wir erhalten fiir die durch v, (0) = x,,
¥,(0) = 5,(x,) eindeutig bestimmte Geoditische v,(¢) in S" die Formel

v (f) = cos t x5 + sin ¢ .

Wir betrachten jetzt die Geoditische 8/, welche y mit v,(¢) verbindet und
durch die Formel

St int .
8(s) —( T a sin ¢, sin s, 0, - - - ,0,% sins, 0, - - - ,O,cos(s))

t Q,

mit sin a, =\/cos* t sin® t, + sin®*t gegeben ist. Dessen Tangentialvektor im
Punkt s = 0 ist

t » s . Sint . e .

8/(0) = ( v sin 7y, 0, , 0, — 0, ) 0),
und somit gilt
(a) (s,.( ), 8£(0)) = O fiir i # 1, &,
B  s5(») = sin 148£(0)

+ S.m’ ( S 00— 5L Gng0, - ,0)
sin a, \ sin a, sin a,

mit

! t .
(,()(sm ,...,o,_;zsa S1nto,0,"‘,0))=0-
1

(4

Weil s,(v.()) aus s(y) = (y, ¢) durch Parallelverschiebung entlang 8/ en-
tsteht, erhalten wir folgende Ausdriicke fiir s;(v,(¢)):

(@) (V) = (ve(d), @), i # 1, k.
(b")
si(v()) = sin 1,8/ (a,)
+ S.mt (_S_E’.,o,. c 0= 25 Gngg 0, ,0),
s o \ Sin «, Sin «,

Aus (s - 5)(xp) = (d/dt)s(vi (1)), folgt nun
(a”) (s, - 5)(xg) = 0furi # 1, k,
(") (s - s)(x0) = (0, - - -, 0, —tan(7,/2),0, - - -, 0).
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Dann ergibt sich unter Beriicksichtigung von ¢, = r(xy, y) = r,:
wy(s,) =0,i # 1, k,
wi(se) = 0,7 # k, wy,(s¢) = —tan(ro/2),
wii(s) = 0,7 # 1, wy(s) = -wy(s) = tan(ry/2).
Behandeln wir den Fall k£ = 1 analog, so erhalten wir insgesamt folgendes
Ergebnis:
—tan(ry/2), j=11=i>1,
wi(s) (%) = tan(ry/2), I=1,j=i>1,
0 sonst.

2. Schritt.  Wir zeigen s(w;(s;)) = 0. Da nur w(s;) verschieden von Null
sind, geniigt es s,(w;(s;)) = 0 zu zeigen. Der Abstand von y(¢) = (cos¢-
sinfty, - -+ ,co8t,---,cost-costg)zuy = (0, - -,0, 1) in S” betrigt

r(y(¢), ») = cos™(cos ¢ - cos 1),
und somit gilt
wi(s)(v:(8)) = —tan(%cos"(cos t- cos to)),

woraus 5,(w1,(s))(%) = (d/ YW1, (s)1 (D)) =0 = O folgt.

3. Schritt.  Der Schnitt I(x, y) wurde dadurch definiert, daB wir in &, eine
orthonormierte Basis ¢, wihlten, diese parallel im Spinorbiindel nach x
verschoben und I(x,y) = Z,e(x) ® e(y) setzten. Weil das Reper von
Vektorfeldern (sy, - - -, s,) als durch Parallelverschiebung von y hervorge-
hend vorausgesetzt ist, haben die in Abschnitt 3 definierten Schnitte 5,(x) =
[§(x), u,] die gleiche Eigenschaft. Wir konnen demnach e,(x) = 1,(x) anneh-
men. Aus der Formel fiir die kovariante Ableitung V® erhalten wir dann

Z ngi Vf,.ee(xo) = Z IZ %si(wlm(si))(slsm) - €,(xo)
+ z z z 4wlm(s) q(s )( SqSlSm)' ee(xo)-

i l<mp<q

Aus den Formeln fiir wy(s,) folgt dann unmittelbar

ZVS S("o)_— 1

i

tan®—* e . (Xo),

und somit

S VEVEI(xy) = (-T2 4 o) (5. 5).
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4. Schritt.  Aus div(s) = 27

71 w;(s;) ergibt sich nun

. 8 i#1,
div(s) = { ~(n — tan(ry/2), i=1,
und somit

E‘djv(s,.)Vfiee =-~(n- l)tan(ro/2)erE

= ~(n - Dtan(ry/2) 2 3Wim(51)(55,) - ¢, = 0.
I<m
Wir erhalten daher die zweite Behauptung
> div(s)ViI(x,y) = 0.

Bemerkung. Ist ¥ = gI ein Schnitt iiber U,, wobei g nur vom Abstand
r = r(x, y) abhingt, so gilt 3, Vfﬁl o 5(¥) = 0. Der Beweis ergibt sich aus
folgender einfacher Rechnung

2 Vfil o 5(¥) = 2 s( g)VSSiI o] = ngdgl.
1 13

Der Gradient von g grad g = g’ - y(7) ist parallel zum Radialfeld und I wurde
als parallel verschoben in dessen Richtung definiert. Daher gilt Vzad 1 =0

Satz 4. Im Fall der Sphire S™ gilt fiir eine nur vom Abstand r abhdngende
Funktion g = g(r) die Formel

D¥(gl) = [(%n(n -1+ n,l—6 ! rr+ o(r4))g‘+ A(g)}].

Insbesondere haben die zur Bestimmung der Parametrix W eingefiihrten
Schnitte U; die * Diagonalform” U, = g1, in welcher g; = g(r) nur vom Ab-
stand r abhdngige Funktionen sind und welche induktiv gemdB

go(r) = 87/%(r),
5() = -0770) ['0'208~ (n(n = 1) + L5 + o)
gi(r8) + Mg_)(0)} de |

gegeben sind.
Beweis. Die erste Behauptung folgt mit Satz 3 und der obigen Bemerkung
aus

DA¥) =1RY + A(¥) — (2 VEVST + d.iv(s,.)v;fq) o ¥ ~ 23 VST o (W),

wihrend sich die Rekursionsformel fiir g; aus derjenigen fiir U; und dem
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angegebenen Ausdruck
DYgl)= {(%n(n - D+ n 1_6 1 2+ o(r“))g + A(g)}]

ergibt. g.e.d.
Wir wenden uns nun der Berechnung der Koeffizienten 4, und 4, zu. Dazu
verwenden wir folgende auf der Sphire S” geltende Formeln (vgl. [2])

o = (

smr)"'1
bl

n—1r2+(n—1)(5n—

D 4 6
VA 1440 7+ o(r%),

=14+

sin r )‘("‘ D/2

o(r) = (
——(r) = - 1 ——r + o(F),

sowie folgende Formel fiir den Laplace-Operator einer nur vom Abstand
abhingenden Funktion g

A(g) = —g” —g(%+n:l)-

Setzen wir dies in die Rekursionsformel fiir g, ein, so erhalten wir
&) =-=

und daher gilt

_ 3
2160( 1513 + 18n% — 12n + 9) + o(r?),

Ui(y,») = gi(o) = —ﬁR -I(y, ).

Wir hatten d; bereits in der Form d|, = k(n) * [y» R(x) dx dargestellt. Setzen
wir nun X" = S”, so erhalten wir k(n) = —dim & /12, also
' dim &

4= ).

R(x) dx.
Weiterhin ergibt sich

g2,(0) = 4320 ——(15n* — 54 n® + 21 n? + 18 n)

4320(15 n(n — 1> — 21 - 2n(n — 1) — 24 - n(n — 1)%),

und somit

Tr U, = dim § - g,(0)

dim &

= 2330 (157°(n = 1)* = 21 - 2n(n — 1) = 24n(n — 1)).
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Andererseits hatten wir Tr U, in der Form
Tr U, = a(n)R* + B(n)||R|*> + v(n)p®> + 8(n)AR
dargestellt, woraus im Fall X = S™

a(n)n®(n — 1* + b(n)2n(n — 1) + c(n)n(n — 1)> =0

mit
a(n) = d?éln)s 4;;0’
b(n) = dﬁfln)s + Z%’
c(n) = d?éln)g * 2320 4320

folgt. Wir wollen nun a(n) = 0, b(n) =0, ¢(n) =0 fiir n > 3 schlieBen. Zu
diesem Ziel benttigen wir eine weitere Serie von Test-Mannigfaltigkeiten,
welche wir in der Form X* = §" X §™ (n + m = k) wihlen. Weil die
Metrik von S” X 8™ das Produkt der Metriken von S” und S™ ist, erhilt
man fir diesen Raum unter Verwendung der auf S” und S™ bereits
berechneten GréBen die Zusammenhangskoeffizienten wy(s;) und den Schnitt
=, VEVEI + div(s) VI, welcher wiederum ein Vielfaches von [ ist. Daraus
bekommt man in Analogie zu der fiir X" = §” durchgefiihrten Rechnung—
den Wert

g %" (o):
g *5"(o) = 4320 [15(n(n = 1) + m(m — 1))* = 21(2n(n — 1)

+2m(m — 1)) - 24(n(n — 1" + m(m — 1)) ].

Mit den oben eingefiilhrten Bezeichnungen erhalten wir

0= a(n + m)(n(n—1) + m(m—1))* + 2b(n + m)(n(n — 1) + m(m — 1))

+c(n + m)(n(n - 1’ + m(m — 1)2).

Setzen wir jetzt n = A und m = k — A, so entsteht ein Polynom 4. Grades in A
mit den Nullstellen A =0, 1, - - - , k. Daraus schliet man fiir £ > 4 leicht
a(k) = b(k) = c¢(k) = 0. Der Fall dritter Dimension mul3 etwas anders be-
handelt werden, weil wir drei Unbekannte a(3) = a, b(3) = b, ¢(3) = ¢, aber
nur zwei Test-Mannigfaltigkeit §3 52 x §?' und somit nur zwei Bezichungen
zwischen ihnen haben

) 3a+b+c¢c=0,2a+2b+c=0.

Dafiir besteht aber in einem 3-dimensionalen Riemannschen Raum die
Beziehung R2 — 4p? + || R [ = O!
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Aus ihr erhalten wir

dy= [ aR>+ BIRIE + 102 = [ (B~ IR + (v + 4a)p?.
X3 x3

Aus der Definition der GréBen a, b und ¢ folgt unmittelbar

72 72
—m,y+4a—2c‘+8a+m,

woraus man unter Verwendung von (2) 8 — a = -72/4320 und vy + 4a =
72 /4320 schlieBt. Dann aber gilt

B—a=2b—-2a

2
— _ 2 2__“ _ 2 2
d, fxs(ﬂ ORI + (v + do)p” = 355 | = 36IRI* + 360

und eine nochmalige Anwendung von R2?— 4p? + |R|?> =0 ergibt die

Formel

dim &

4320

Das Ergebnis der bisherigen Uberlegungen zusammenfassend formulieren wir
Theorem. Sei X" (n > 3) eine geschlossene Spin-Mannigfaltigkeit und D

der im Spinorbiindel wirkende Dirac-Operator. Die Zeta-Funktion {(t) des

Operators D? besitzt an der Stelle t = 0 die asymptotische Entwicklung

()~ @r) ™S dp
j=0

dy = f 15R2 — 21 R |12 — 24p%
X3

dy =dim & - Vol(X),

dim S
d=-"15 ) R
4 = dm S (I5R(x)? — 21||R(x)|12 — 24p(x)?) dx
2= 4320 J,n '

6. Einige Anwendungen der Asymptotenentwicklung

der Zeta-Funktion von D2
In diesem Abschnitt der Arbeit wenden wir uns der Frage zu, welche
GroBen der Riemannschen Mannigfaltigkeit das Spektrum Spec® des
Laplace-Operators und das Spektrum Spec? des Operators D2 gemeinsam
bestimmen. Aus der Asymptotenentwicklung der Zeta-Funktion ¢? 2(t) des
Operators D ? folgt mit dem oben bewiesenen Theorem, daB die Integrale

fX R(x) dx, fx (15 R(x)* = 21| R(x)|? — 24 p(x)’) dx,
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sowie das Volumen und die Dimension der Mannigfaltigkeit X durch Spec®’
determiniert werden. Andererseits bestimmt das Spektrum Spec® des
Laplace-Operators auBBer dem Volumen und der Dimension der Mannigfal-
tigkeit die Integrale

JR® [ (5RGY + 220 - 20(x)) d,

(siehe [2]). Durch eine Kombination dieser Ausdriicke erhalten wir, daB fiir
eine geschlossene Spin-Mannigfaltigkeit die Groflen

2 __ 9.2 3 2 49,2 2 2
©) IR = 20% [ SNRIP+ 2% [ 97+ R

o
durch die beiden Spektren Spec® und Spec” * zusammen determiniert werden.

Satz 5. Seien X* eine 4-dimensionale, geschlossene Spin-Mannigfaltigkeit
konstanter Skalarkriimmung R, und X eine geschlossene Spin- Mannigfaltigkeit
konstanter Skalarkriimmung R mit Spec®’(X*) = Spec?’(X) und Spec(X %) =
Spec®(X). Dann sind die Eulerschen Charakteristiken x(X*) und x(X) der
Mannigfaltigkeit X* und X gleich.

Bemerkung. Bereits aus Spec®(X?) = Spec’(X) oder Spec? (X% =
Spec®’(X) folgt R = R, dim X = dim X* = 4 und Vol(X) = Vol(X).

Beweis. Aus dem Satz von GauB-Bonet fiir 4-dimensionale Mannigfal-
tigkeit (vgl. [2]) erhalten wir

+ |R)* ~ 40%)

X% =
x(X%) 22y

= 320 z{f (R2+n%||2)+2f (3R2—2p2)_6f Rz}

Die beiden ersten Integrale sind nach (3) durch die beiden Spektren de-
terminiert, wihrend [, R? = [z R? aus R = R const und Vol(X) = Vol(X)
folgt. q.e.d.

Ist X* eine reell-4-dimensionale komplexe Kahler-Mannigfaltigkeit, so gilt
fiir deren Signatur sign (X %) und deren arithmetisches Geschlecht a (X%) (vglL

[3D
sign(X %)

S [ - 22

R 47 _
D (c1 + cz)[X ] 254

Satz 6. Seien X*, X4 reell-4-dimenszonale, geschlossene komplexe Kdihler-
Mannigfaltigkeit mit Spin- Struktur und konstanter Skalarkriimmung. Aus
Spect(x) = Spec®(X) und Spec? (X )= SpecD X ) folgt die Gleichheit der

a(X*) = JIRIP = 87 + 3R>
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Signaturen sign(X) = sign(X) und der arithmetischen Geschlechte a(X) =
a(X).
Beweis. Aus dem oben angegebenen Ausdruck fiir a(X’) erhalten wir

>— 8+ 3R?

—384 2

abrye {f (||6J?,||2+R2)+4f (3R2—2p2)—10f }

und schlieBen wie im Beweis von Satz 5. Der Beweis fiir die Signatur verlduft
analog. q.e.d.

Wir wenden uns nun Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriimmung zu
und beweisen

Satz 7. Es seien X" und X" geschlossene Spin-Mannigfaltigkeit, fiir welche

' die Spektren der Laplace-und Dirac-Operatoren Spec® und Spec” ? gleich sind.
Hat X" eine konstante Schnittkriimmung o, so istdie Schnittkriimmung & von
X" ebenfalls konstant und gleich o.

Beweis. Da X" ein Riemannscher Raum mit konstanter Schnittkrimmung
ist, gilt [|R|? =2/(n— 1)p? und p? = R2/n, withrend wir fiir X” die Un-
gleichungen || &> > 2/(n — 1)p> und 52 > R?/n haben. Wegen R = n(n —
Do folgt, daB R konstant ist. Aus der Gleichheit der Spektren Spec® und
Spec?’ erhalten wir

ffuﬁnz + R? =an%nz + R?, ffﬁ=jXR

woraus wir mittels

- (T—) e

die Ungleichung [z R? < [, R?und somit

Vol(f)j:?iz<V01(X)LR2=(LR)2=(L_,E)2

bekommen. Eine Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt

(ffk‘)z<f71?-f7 12=f71?2-V01(,\7)<(f71?)2.

Izaher tritt in der Cauchy-ScEwarzschen Ungleichung Gleichheit ein, also ist
R konstant und wegen fg R = [y R gleich R. Da die in (1) angefiihrten
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Integrale durch die Spektren Spec® und Spec? * determinert werden, erhalten

wiraus R = R
2 _ 52, R |2 = K112,
Joor=J oo [isir = [is

Dann aber gilt

2 Xp2=nf1f752<ff||67u|2=fx||@»n2=nflfxpz,

und somit 2/(n — 1) p> = || ||>. Diese Bedingung ist jedoch notwendig und
hinreichend dafiir, daB X eine konstante Schnittkriimmung & hat. Die Gleich-
heit 5 = o folgt aus R = R unmittelbar.

Folgerung 4. Seien X" eine geschlossene Spin- Mannigfaltigkeit mit kons-
tanter Schnittkriimmung, und X" eine geschlossene Spin- Mannigfaltigkeit. Sind
die Spektren der Operatoren A und D? auf X" und X" gleich, so sind X" und X "
lokal isometrisch.

Bekanntlicherweise sind die Sphiren S2, §3, §* und die reell-projektiven
Riume PXR), P’(R), P(R) durch das Spektrum des Laplace-Operators als
Riemannsche Mannigfaltigkeit bestimmt (vgl. [2]). Wir zeigen nun

Folgerung 5. Ist X" eine geschlossene zusammenhingende Spin-Mannigfal-
tigkeit mit Spec®(X™) = Spec®(S™) und SpecP’(X™) = Spec?’(S"), so ist X"
isometrisch zu S”.

Beweis. Aus den Voraussetzungen ergibt sich, da} X” konstante positive
Schnittkriimmung ¢ > o hat. Ein solcher Raum wird dann von der Sphére S”
iberlagert: X" = S"/T" (vgl. [15]). Aus Vol(X") = Vol($") und Vol(X”) =
1/card(T"). Vol(S™) erhalten wir dann, da I' nur aus der Identitiit besteht
und somit §” = X" ist. q.e.d.:

Mit dem gleichen Argument erhilt man

Folgerung 6. Ist X*“**3 eine geschlossene, zusammenhingende Spin-Man-
mgfaltzgkezt und Spec* (X *k*¥) = Spec(P***I(R)), Spec?’(X**+?) =
Spec?’ ®***N(RY)), so ist X***+P isometrisch zum reell-projektiven Raum
P4<+3\R),

7. Berechnung der Koeffizienten 4, d|, d, nach
einer Methode von P, B. Gilkey

P. B. Gilkey (vgl. [6]) hat in Auswertung der Seeley-Formeln die Koef-
fizienten q,(PP*) = [, w, in der Asymptotenentwicklung der Zeta-Funktion
des Operators PP* fiir den Fall angegeben, daB PP* ein Operator 2. Ordnung
mit dem Symbol o(x, v) = —||v|| ist. Dann ndmlich kénnen die g, in der Form

(%) = trace E(x)
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dargestellt werden, wobei E, ein Schnitt im Biindel Hom(E, F) ist. Die ersten
Homomorphismen E;, E,, E, sind durch die Formeln

= (47)™* 14,
E, = (4n)™*(H + iR 1dy),

1 1
= -n/2 L 2 2
(4m) {(30AR + o5 R? = —p® s [ )14

12
gegeben. Die Homomorphismen H, W; aus Hom(E, E) sind dabei folgen-
dermaBlen zu bestimmen; Dem Operator PP* wird eine kovariante Ableitung
VE im Vektorbiindel E so zugeordnet, da3
PP* = _H — 2 VEYE — 2 div(s,) V¥
1 i

55

+iRH +1 H2+LWW + 4 AH}

ist. W; ergibt sich dann aus
=Vfo — VfVE Ve, sl
Sei nun E = $ das Spinorbiindel und V® die kovariante Ableitung in diesem.
Aus
D?=1iR - 2 Vf_Vf - Zdiv(s,-)Vf'
r H

ergibt sich dann, daB die kovariante Ableitung V® zur Auswertung dieser
Gilkey-Formeln benutzt werden kann und H = —%R gilt. Die Koeffizienten

d, und d, in der Asymptotenentwicklung der Zeta-Funktion des Operators D?
erhalten wir dann aus

= (47)"/2f o =f TrIdy = dim § - Vol(X),
X X

d, = (47)"/2fX,L, =fX(H +1R) - Trldy = _9—’1‘? [ R(x) ax.

Fir die Berechnung des Koeffizienten 4, benétigen wir die Spuren der
Homomorphismen W;; - W,;. Nun gilt

m_']' =V§'V§ VSVS [:‘s] 2 2 Rylmsl

wobei wir s,, s,, mittels der Clifford-Multlphkatlon als einen Homomorphis-
mus im Spinorbiindel auffassen, woraus unter Verwendung einer ortho-
normierten Basis ¢, € R” mit s; = [s,, ¢]

Trace( W, W;) =3 2 X Ry, Ry, Trace(e,e,e,¢,)

I<mp<q
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folgt. Die Wirkung der Produkte ee,, auf dem Spin-Modul A, wurde in [4]
beschrieben. In A, fiihrt man eine Basis u(e), - - - , &) mit n = 2k, 2k + 1
und g = * 1 ein, fiir welche mit

~ _ | 1 falls; ungerade,
olj) = {2 falls j gerade

die nachstehenden Formeln abgeleitet wurden:
1. Istfl —1/2]<[m—1/2]Jund m < 2k + 1:

(elem) cu(e, - c ek) = Clmel‘:(—m[:tl—)l/Z] . €7c(—l)[1—1/2] C & [m—1/21+1
g 1/2-1 (€L G [m1/2b s = Eke(i—1/2p " " " 5 &)-
2. Istl<m<2k+Yund[l—-1/2]=[m~ 1/2]:
(e€,) - uley, - - -, g) =i G_pi—1/21 (e * * * 5 &)

3. Istl<2k+ 1, m=2k+1:
(e[em) . u(el, ce e, ek) — (_l)n—[l+1/2]+lia(l)+l gyt 'ek-[l+l/2]

'57:(1)[1—1/2]' u(el’ =B _y—1y2p s ek)-
Aus diesen Formeln ergibt sich:
Tr(ee) =0, i<},
Tr(eeee,) =0, i<j<I<m,
und wir erhalten ’

Trace( W, W) = 2 Ry,Ry, Trace(ee,ee,)

ijIim " Vijim
I<m
dim & . _ dim$ 2
dim §
Trace(u/yu/zj)=‘ 3 (X

Setzen wir diesen Wert in die Formel fiir E, ein, so ergibt sich

d, = (477)n/2 fx By = fx Tr E,

_dim &
T 4320

(15R(x)* — 21||R(x)|> — 24p(x)?) dx.
X
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